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The conditions sufficient for a phenomenological derivation of non-linear Casimir-Onsager reci-
procal relations are restated and discussed. The main assumption is that systems can be combined
without restriction. The time-reversal is identified with the parameter-inversion of the thermo-
dynamical forces. In a supplement non-linear reciprocal relations are expanded in components, and
their validity is shown for the non-linear case if the forces depend on each other.

Im Jahre 1931 gab ONSAGER! eine auf statisti-
schen Uberlegungen beruhende Herleitung seiner be-
kannten Reziprozitdtsbeziehungen (CORB) an, die
von CASIMIR 2 fiir den Fall erweitert wurden, dal}
gegen Zeitinversion ungerade Krifte und ungerade
Parameter berticksichtigt werden. Den ersten Anstol3
zu einer phdanomenologischen Begriindung der CORB
gab wohl DAVIES 3, und weitere Uberlegungen hier-
zu stammen von COLEMAN und TRUESDELL 4, GYAR-
MATI 5, MACKE % und ZIEGLER 7.

Die Moglichkeit einer phéanomenologischen Be-
grindung der CORB ist vielfach bezweifelt worden.
MEIXNER 8 ,,sieht keine Problematik in den CORB*,
weil man sie ,,als durch makroskopische Erfahrung
wohl begriindet ansehen darf“. Sie seien geradezu
als vierter Hauptsatz der Thermodynamik anzuspre-
chen.

TRUESDELL ? meint, dal}, die Richtigkeit der On-
sagerschen Beziehungen vorausgesetzt, diese nicht
nur eine statistische, sondern auch eine phanomeno-
logische Bedeutung hitten. Diese Bedeutung bliebe
jedoch unklar, solange die Krifte und Flisse selbst
nicht mit speziellen physikalischen Grofien identifi-
ziert wiirden. Da eine Begriindung der Reziprozitats-
beziehungen aus einem allgemeinen Invarianzprinzip
noch nicht vorldge, miisse man bis jetzt annehmen,
dal} sie allein aus einer speziellen Wahl der Varia-

1 L. ONSAGER, Phys. Rev. 37, 405 [1931] ; 38, 2265 [1931].

2 H. B. G. CasmMIR, Revs. Mod. Phys. 17, 343 [1945].

3 R. O. DAVIEs, Physica 18, 182 [1952].

4 B. D. CoLeMaN u. C. TrRuesDELL, J. Chem. Phys. 33, 28
[1960].

5 1. GYARMATI, Period. Polyt. (Chem. Eng.) Hung. 5, 219,
321 [1961].

6 W. MACKE, Phys. Letters 14, 299 [1965].

7 H. ZIEGLER, in: H. PArkuUs u. L. SEpov, IUTAM Symposia
Vienna 1966, Springer-Verlag, Wien-New York 1968.

blen hervorgingen !%. Fafit man nach TRUESDELL !
die Entropieerzeugungsdichte als Funktion der Krifte
auf, so lassen sich stets trivialerweise Fliisse so ein-
fithren, daf} die Onsagerschen Reziprozititsbeziehun-
gen gelten. Diese triviale Symmetrie 1aBt sich im all-
gemeinen nicht mehr erzwingen, wenn sowohl Kriifte
und Flisse z. B. aus der Bilanzgleichung fiir die En-
tropieerzeugungsdichte vorgegeben sind. Thr funk-
tionaler Zusammenhang, die sogen. phinomenologi-
sche Abbildung, ist im allgemeinen weder linear noch
symmetrisch, insbesondere dann nicht, wenn unge-
rade Parameter berticksichtigt werden. Fur den sym-
metrischen Anteil der phdnomenologischen Abbil-
dung lassen sich leicht Reziprozitdtsbeziehungen an-
geben. Schwieriger ist Analoges fiir den antisymme-
trischen Anteil zu bekommen, was ANDREWS 12 zu
der Vermutung veranlafite, die CORB konnten pha-
nomenologisch nicht begriindet werden.

Kirzlich wurde trotz der erwédhnten Bedenken
versucht, eine phanomenologische Begriindung der
CORB anzustreben 3. Da in den CORB Vorzeichen
erscheinen, die durch das Symmetrieverhalten der
Krifte gegen Zeitinversion bestimmt sind, mul} je-
der Versuch einer phidnomenologischen Begriindung
der CORB notwendig Aussagen tber die Zeitinver-
sion enthalten. Wie die Zeitinversion mit der in *
eingefiihrten Parameterinversion zusammenhangt, ist

8 J. MEIXNER, Phys. Bl. 16, 506 [1960].

9 C. TRUESDELL, Phys. B1. 16, 512 [1960].

10 C. TRUESDELL u. R. TourIN, The Classical Field Theories.
Handbuch der Physik, Bd. I1I/1, Springer, Berlin-Gottin-
gen-Heidelberg 1960, Sect. 245.

C. TRUESDELL, in: siehe 7.

F.C. ANDREVS, Ind. Eng. Chem. Fundament. 6, 48 [1967].
W. MuscHIk, Z. Phys. 203, 273 [1967]; Z. Naturforsch.
23 a, 1446 [1968].
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ERWEITERTE CASIMIR-ONSAGERSCHE REZIPROZITATSBEZIEHUNGEN

dort schon angedeutet worden und soll hier nun aus-
gefiihrt werden.

Dazu werden zunichst die in ! erhaltenen Ergeb-
nisse zusammengestellt. Im zweiten Teil wird der
Zusammenhang zwischen der Parameterinversion
und der Zeitinversion behandelt, der zu einer phano-
menologischen Begriindung der CORB fiihrt. Im
dritten Teil folgt eine Diskussion der Voraussetzun-
gen. Schliefllich werden im Anhang die nichtlinearen
CORB in Komponenten angegeben und gezeigt, dal3
auch im nichtlinearen Fall bei untereinander abhén-
gigen Kraften und Flissen die CORB ihre Giiltig-
keit behalten.

1. Zusammenstellung der Voraussetzungen
und der aus ihnen gezogenen Folgerungen

I. Die Krifte und Fliisse eines Problems werden
als bekannt angesehen. Aus ihrer paarweisen Zuord-
nung bestimmt sich die phénomenologische Abbil-
dung. Von den physikalischen Eigenschaften der
Krifte und Flisse wird nur die untereinander be-
stehende Superponierbarkeit benutzt:

Die Krifte x (Flisse i) sind Elemente eines
n(m)-dimensionalen Vektorraums R, (R,,) :

xe€ R,, 1i1€R,. (1)

I1. Die zwischen den Kriften X und den Fliissen i
bestehende phinomenologische Abbildung &

i=2(x) (2)

ist eindeutig, homogen, im allgemeinen nicht um-
kehrbar und nichtlinear und soll in einer Taylor-
Reihe um das Gleichgewicht (X =0) entwickelbar
sein.

ITI. Die positiv semidefinite Entropieerzeugungs-
dichte ¢ ist das reelle Skalarprodukt zwischen
i—=(x) und x:

o=ix=(2x)'x=>0. (3)

Aus der Taylor-Entwickelbarkeit von ¥ folgt die
Zerlegbarkeit der Fliisse i in einen entropieerzeu-
genden Anteil ©* und einen dissipationslosen Anteil
i

P=(x), #=2(x), 4
o=¥x20, 0=i"x. (5)
Die (i) sind Elemente eines Vektorraumes R*(R%),

dessen Dimension nicht mit der von R,, iibereinstim-
men mul}:

i=i+i

is = Rs’ ia. e R2, (6)
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IV. Es wird ein Parametersatz p={pgspy>----p1}
eingefithrt, von dem moglicherweise Krifte und
Flisse abhéngen konnen

x=x(p), Pr=iv(p). (7)

Die p sollen umkehrbar und zeitlich konstant sein.
Folgende abkiirzende Schreibweise wird benutzt:
X.:=x(p), i.:=i(p), x_:=x(—p) usw. (8)
Die phanomenologischen Abbildungen hingen im
allgemeinen von den Parametern ab:
i.=82.(x,), i.=2_(x_) usw. (9)
V. Die Inversion der Parameter ist mit reellen, in

den R, , R* und R*® involutorischen Abbildungen ver-
kniipft:

Kx, =x_, KKx. =x_, (10)
Miy =i, MM =i?, (11)
Ni% =i%, NNi% =is. (12)

VI. Die Krifte und Fliisse lassen sich in gegen
Parameterinversion gerade und ungerade Anteile
zerlegen. Fiir die Krafte wird vorausgesetzt, daf Li-
nearkombinationen (un)gerader Anteile (un)gerade
gegen Parameterinversion sind. Dies fiihrt mit der
Stetigkeit von K in einer Umgebung von x =0 zur
Linearitit von K. Fiir die Abbildungen M und N
wird allein die Stetigkeit in einer Umgebung des
Gleichgewichts verlangt. (In 13 wurden die Voraus-
setzungen so angegeben, dal} auch die Linearitiit von
M und N erschlossen werden konnte. Wie man sich
iberzeugt, wird diese Eigenschaft nirgends beno-
tigt.)

Unter den angegebenen sechs Voraussetzungen
folgt fiir die phanomenologischen Abbildungen bei
alleiniger Beriicksichtigung natiirlicher Prozesse
(6>0) die Beziehung:

L =K'(2 +d¥) K,

VII. Die Beziehung (13) gilt unter den angege-
benen Voraussetzungen fiir beliebige Systeme. Be-
trachtet man nun ein aus zwei Teilsystemen zusam-
mengesetztes System, so konnen die drei Systeme
nur das gleiche, in (13) auftretende, unbestimmte
Vorzeichen besitzen.

Beispiel: Eine anisotrope Metallprobe, an der
thermoelektrische Effekte gemessen werden, besitzt
einen sechsdimensionalen Raum der Krifte

X = (grad 1/T, 1/T grad ¢),
T Temperatur, ¢ elektrisches Potential.

d=+1. (13)

(14)
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Die beiden zugehorigen Teilsysteme bestehen aus
der gleichen Probe mit den jeweils dreidimensiona-
len Rdumen der Krafte

x'=grad(1/7) und x"= (1/T) grad . (15)

Aus der Forderung, daf} eine Systemzusammen-
setzung stets moglich sein soll, folgt die Universali-
tit von d, denn Systeme mit verschiedenem d erfiil-
len nach der Zusammensetzung (13) nicht.

Die Systemzusammensetzung wurde in *? fiir den
einfachsten nichtlinearen Fall angegeben. Der allge-
meine Fall wird im Anhang B behandelt.

VIII. Aus der Erfahrung ist bekannt, daf} es Sy-
steme gibt, deren Kréfte nicht von einer Inversion
von p abhiingen, im Gegensatz zu ihren Fliissen, die
durch Inversion von p geéndert werden (z. B. Hall-
Effekt) :

K=E, x.=x_, i,=+i_.

Aus dieser sogen. Hall-Eigenschaft folgt

d= -1 (16)

und somit

R_=K(8-2)K. (17)

Aus der Eigenschaft (10) und der Unabhingig-
keit der Kriifte folgt die Existenz einer reellen Ahn-
lichkeitstransformation A, die K auf die Diagonal-
form A mit den Diagonalelementen £ 1 bringt:

A=AK A (18)
Fiir die neuen Krifte und Fliisse
xi—Ax, i:=AVi (19)
wird (17):
Qo=ARs - 4. (20)
Fiir den linearen Fall wird daraus
QA A, (21)

Eine Darstellung von (20) in Komponenten findet
sich im Anhang A.

2. Parameterinversion und Zeitumkehr

Obgleich die Beziehung (21) formal den CORB
gleicht, ist sie zunéchst nicht mit diesen identisch.
Um diese Identitiat herzustellen, mufl K bzw. A mit
der Zeitinversion der Krifte in Verbindung gebracht
werden. Dabei versteht man unter Zeitinversion die
Transformation, die die mikroskopischen Bewe-
gungsgleichungen invariant gegen Bewegungsum-
kehr 1aBt **. Damit wird durch die Zeitinversion ein
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Satz von GroBlen festgelegt, sogen. Bewegungspara-
meter, die in den mikroskopischen Bewegungsglei-
chungen zu kehren sind, um ihre Invarianz gegen
Bewegungsumkehr herzustellen. Zu diesen Bewe-
gungsparametern gehoren z. B. die magnetische In-
duktion B und die Winkelgeschwindigkeit w. Die
Bewegungsparameter werden in den Satz p aufge-
nommen.

Die Umkehr der Bewegungsparameter allein ge-
niigt nicht zur ausreichenden Beschreibung der Zeit-
inversion. Dies ist an den mikroskopischen Be-
wegungsgleichungen selbst unmittelbar ersichtlich.
AuBlerdem gibt es (makroskopische) Krifte, z. B.
Grad v, die nicht von den Bewegungsparametern ab-
héngen und die bei Zeitinversion ihr Vorzeichen keh-
ren. Aus diesem Grunde ist in die Parameter p ein
sogen. Zeitinversionsparameter

po=t/|t], >0,

einzufithren. Somit ist der durch die Zeitinversion
induzierte Parametersatz fir die Krafte

pz{meaw’P-;,Pg,...}.

Aus (10) wird damit:
Kx(py,B,w,...) =x(—py, — B, —w,...). (24)

Nun sind die beiden Abbildungen M und N mit
der Zeitinversion in Verbindung zu bringen. Diese
Abbildungen transformieren die Flisse nicht in ihre
Zeitinvertierten. Wenn das so wire, ginge man so-
wohl in den Kriften als auch in den Flissen zu den
Zeitinvertierten und somit insgesamt zum zeitgekehr-
ten Problem tiber. Das in ? erhaltene Ergebnis ,,die
Entropieerzeugungsdichte ist invariant gegen Para-
meterinversion® wird aber durch die Deutung ,,Para-
meterinversion gleich Zeitinversion® offensichtlich
falsch. Das ist auch schon deshalb zu erwarten, weil
alle Uberlegungen zur phidnomenologischen Begriin-
dung der CORB an natiirlichen Prozessen durchge-
fiihrt worden sind, unter die die zeitinvertierten nicht
fallen.

Die Deutung von M und N ist aus folgendem

Schema ersichtlich:

x, K = Zeitinversion X_
Umkehr der

Bewegungsparameter

M,N

jas — ids

(22)

(23)

4.8

~ i 825

(25)

14 S, R. pE GROOT u. P. Mazur, Non-Equilibrium Thermo-
dynamics, North-Holland Publishing Co., Amsterdam 1963,
VII, § 3.
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Die Bewegungsparameter kennzeichnen &ufere
Bedingungen, unter denen der ProzeB im System
ablauft. Durch Zeitinversion werden die Bewegungs-
parameter gekehrt und damit die duBleren Bedin-
gungen und die phinomenologischen Abbildungen
gedndert. Vom Zeitinversionsparameter p, hingen
zeitunabhingige phéanomenologische Abbildungen
nicht ab (nur solche werden hier betrachtet).

An den beiden durch £%* und {** gekennzeich-
neten Systemen werden nun zwei natiirliche Prozesse
(6>0) verglichen, ndmlich die mit den Kraften x
und X_. Dabei geht X _ aus X, durch Zeitinversion
(Inversion der Parameter p) hervor. Die sich an
den Systemen einstellenden Fliisse i** und i** be-
stimmen die involutorischen Abbildungen M und N.
Fir die phdnomenologischen Abbildungen gelten die
nichtlinearen CORB (17) und (20), wobei die Dia-
gonalelemente von /A angeben, ob die betreffende
Komponente von X, gerade oder ungerade gegen
Zeitinversion ist.

Somit ist gezeigt worden, dal} eine Identifizierung
der Parameterinversion der Krifte mit der Zeit-
inversion moglich ist. Damit erscheint unter den an-
gegebenen Voraussetzungen eine phianomenologische

Begriindung der CORB moglich.

3. Diskussion der Voraussetzungen

Es sollen nun einige kritische und auch ergén-
zende Bemerkungen zu den Voraussetzungen ge-
macht werden.

Die Voraussetzung I tiber die Superponierbarkeit
der Krifte und Flisse untereinander erscheint un-
problematisch.

Die Taylor-Entwicklung der phianomenologischen
Abbildung um das Gleichgewicht in der Vorausset-
zung II ist eine mathematische Forderung, die viele
Systeme erfiillen mogen. Sie dient dem einzigen
Zweck, entropieerzeugende und dissipationslose
Fliisse einfiihren zu konnen. Das 146t sich aber auch
mit Hilfe des Mittelwertsatzes erledigen, der nur die
einmalige Differenzierbarkeit der Flukomponenten
nach den Kraftkomponenten voraussetzt:

()= 3 ::’;(’”‘ Xp=: 5 Lin| Xo. (26)
w=1 8Xm |y =1y
Dabei ist Y die sogen. Zwischenstelle
y=Ax, Addiagonal, 0<4d;<1. (27)
Fir Gleichgewichtsniahe
[Xm]<€, fir alle m, (28)
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geht (26) in den bekannten linearen Ausdruck

n
il;(x) = S Ly, Z o X, (29)
m=1
tiber.
Durch (26) lassen sich nun mit Hilfe der symme-
trischen ° und antisymmetrischen * Anteile von
L, “y entropieerzeugende und dissipationslose

Flisse einfiithren:

12 (x) = Z_ll";m me: (30)

1-;: (x) = ZL?’m‘me- (31)

m=1

Ahnlich gut liBt sich die Voraussetzung der
Homogenitat der phidnomenologischen Abbildung
tibersehen. Es wird gezeigt, dafl eine von Null ver-
schiedene feste Inhomogenitit dann nicht mit der
positiven Semidefinitheit der Entropieerzeugungs-
dichte vertraglich ist, wenn die Gesamtheit aller
Krifte einen vollstaindigen Raum aufspannt.

Es werde die inhomogene phénomenologische
Gleichung

i=i,+2(x) (32)

betrachtet, wobei ¥(X) nicht notwendig linear, aber
homogen in X sei. Die Entropieerzeugungsdichte ist
o=ix=[ip+(8x)]x=0. (33)

Da die Krifte voraussetzungsgemifl einen vollstén-
digen Raum aufspannen, darf speziell

x=ai,, a<0, (34)
gewdahlt werden. Damit folgt aus (33) :
foly+ (Red) 1,2 0. (35)
Weiter ergibt sich
0 <idody < — (Raiy) . (36)

Mit a — — 0 folgt wegen der vorausgesetzten Homo-

genitit von ¥

(37)
(38)

und somit

Bilden die Krifte keinen vollstaindigen Raum R, ,
so kann wegen (34) eine nicht verschwindende In-
homogenitat nur senkrecht zu R, stehen:

i,LR,. (39)

Zur Begriindung der nichtlinearen CORB wurde von
der Vollstandigkeit des R, Gebrauch gemacht. Diese
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Uberlegungen miissen fiir nichtvollstindige Krifte
erginzt werden, was im Anhang C geschehen soll.

Die Voraussetzung III der positiven Semidefinit-
heit der Entropieerzeugungsdichte wird in der ir-
reversiblen Thermodynamik stets gemacht (vgl. aber
MEISSNER 15) ,

Die Voraussetzungen IV und V, die Einfiihrung
eines Parametersatzes p und seine Inversion, sind
eng miteinander verkniipft. Die p lassen sich nun so
definieren, dal der Ubergang von p zu — p mit der
Zeitinversion der Krifte identisch wird. Die Ande-
rung der Flisse durch die Parameterinversion hat
zwei Ursachen: Erstens dndern sich die phanomeno-
logischen Abbildungen infolge der Umkehr der Be-
wegungsparameter und zweitens gehen die Kréfte in
ihre Zeitinvertierten iber. Die Fliisse hdngen also
nur unmittelbar iiber die Krifte und iiber die phéno-
menologischen Abbildungen von den Parametern p
ab. Die Abbildungen K, M und N sind wegen ihrer

Inversionseigenschaft involutorisch.

Der erste Teil der Voraussetzung VI ist unmittel-
bar der Erfahrung entnommen: Linearkombinatio-
nen aus (un)geraden Kréiften sind (un)gerade ge-
gen Zeitinversion. Man kennt diese Aussage fir den
Spezialfall, da} die Komponenten der Krifte gerade
oder ungerade gegen Zeitinversion sind. Der zweite
Teil der Voraussetzung VI umfallt die Homogenitét
von K, M und N. Wiirde sie nicht gelten, so konnte
ein Gleichgewichtszustand (X = 0) durch Zeitinversion
in einen Nichtgleichgewichtszustand (x+0) iber-
fithrt werden 1%, Das widerspricht aber gerade der
Definition der Zeitinversion. Die Homogenitdt von
M und N folgt dann aus der Homogenitat der phéano-
menologischen Abbildungen. Die Stetigkeit von K,
M und N ist unproblematisch.

Die Voraussetzung VII, die Moglichkeit von Sy-
stemzusammensetzungen, ist von zentraler Bedeu-
tung. Die Systeme, die in der phdnomenologischen
Theorie der irreversiblen Prozesse beschrieben wer-
den, sind durch phinomenologische Abbildungen
zwischen den Raumen der Krifte und Flisse gekenn-
zeichnet. Dabei sind die physikalischen Eigenschaften
von Kriften und Flissen bis auf die Vektorraum-
eigenschaften beliebig. Die betrachteten Systeme sind
somit in ihren Eigenschaften nur sehr wenig ein-

15 W. MEIsSNER, Ann. Phys. Leipzig (5) 32, 115 [1938], § 11.
Fiir nichtstationidre Systeme ist der Zusammenhang zwi-
schen ¢ und den Kréften und Fliissen zu verallgemeinern.
J. MEIXNER, in: siehe 7; Bezichungen zwischen Netzwerk-
theorie und Thermodynamik, S.-B. Arbeitsgemeinsch.
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geschrinkt. Insbesondere konnen beliebige Systeme
zu neuen Systemen zusammengefalit werden, die
durch die gleiche Theorie beschreibbar sein miissen,
weil diese keine Systeme ausnimmt, die die angege-
benen Voraussetzungen erfiillen.

Alle vorangestellten Voraussetzungen sind gegen-
tiber jener der Zusammensetzbarkeit von Systemen
vergleichsweise belanglos, da sie entweder mathema-
tischer Natur oder physikalisch evident sind. Die
Systemzusammensetzbarkeit ist nun nicht die von
TrUESDELL!? fiir die Giiltigkeit der CORB vermu-
tete Invarianz, sondern eine Forderung, die in jeder
phidnomenologischen Theorie erfiillt sein muB. Die
Grundbegriffe einer phinomenologischen Theorie
(z. B. Zustand, System; Krifte, Fliisse) sollen nur
so wenig festgelegt sein, dal} sie auf eine Vielzahl
von Phidnomenen zutreffen. Insbesondere wird vom
Begriff ,,System®“ verlangt, daB er die Zusammen-
setzbarkeit endlich vieler Systeme gestattet und dal}
dieses neue System die allgemeinen Voraussetzungen
der Theorie erfiillt (vgl. Anhang B).

Die Voraussetzung VIII, dal} es Systeme mit der
Hall-Eigenschaft gibt, ist unmittelbar der Erfahrung
entnommen und bedarf keiner weiteren Diskussion.

Die Voraussetzungen I bis VIII erscheinen fiir
eine phanomenologische Begriindung der CORB aus-
reichend 3.

Anhang A
Die Beziehung [s. (20) ]
R_o=4(8 +d82) 4

wird in Komponenten ausgeschrieben. Wegen der
vorausgesetzten Taylor-Entwickelbarkeit gilt fiir die

homogene Abbildung ¥ _

=, 1 —
E Lkm ‘Ym 5 21 Z Lkmp Xm Xp +...

(40)

m mp
== )*k {Z (LZ; —&—dL]::‘,_,t) ;‘m IYm (41)
m
1 8 A .
gy 3 Lk +dLE) 2l Xn Xy oo
k,m,pooee=1,2,8,...,1.
Dabei ist
;-}?111‘.13 = g (Lknzp...rsi Lmkp..‘rs) . (4‘2)

Forschg. des Landes NRW, Westd. Verlag, Kioln u. Opla-
den 1968.

152 Falls €& = 0 mit x == 0 gilt, so kinnte ein Zustand des
enthemmten Gleichgewichts durch Zeitinversion in einen
des gehemmten iiberfiihrt werden.
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Koeffizientenvergleich ergibt die verallgemeinerten
CORB (bis auf d = = 1) in Komponenten:

LLm = /k /m(LLm + d Llun s (4'3)
Lkmp == /~k ;~m ;.p (Lme =+ d Llnnp) (4‘4‘)
/r /s (Lkmp st d Lkmp rs) (4'5)

Der lineare Fall erglbt sich somit zwanglos aus dem
nichtlinearen.

Lk_mp...rs= Lihom )‘

Anhang B (Systemzusammensetzung)

Gegeben seien zwei Systeme I und II mit den
ph@nomenologischen Gleichungen

il =QL(xk), =Y, @6)

und den Symmetriebeziehungen
QU AR 46 A, b==%1, (47
QU _ATQUs 4 c QU AN, o= +1. (48)

Im Rahmen einer umfassenderen phénomenologi-
schen Beschreibung gibt es ein System, dessen pha-
nomenologische Abbildung & auf dem direkten
Summenraum der Krifte der Einzelsysteme definiert

ist
: Xl
ir=24 (x‘i) (49)
und das die Symmetriebeziehungen
AY 0 AL 6
- S +
8- (g Gu)@ramn(g ). a-21
(50)

erfiillt. Dieses System ist mit den beiden Einzelsyste-
men durch folgende Beziehungen verkoppelt:

I
i =8¢ () =ite, 5D
k =Index aus dem System I,
und
. + 0 - -
i =8 (xu> LH 5 (52)

j=Index aus dem System II.
Fir den Index + wird (51) ausgeschrieben:

L by I+ y+I
Z Lin X +2‘ %}Lkmp m Ag tees (53)

*Z LLm XI++ o1 Z Lkme},f X;* Fien s
mp

Damit folgt aus einem Koeffizientenvergleich

Li;:p...rs = Llj;np...rs (54‘)

k, m, p, ... = Indizes aus dem System I.
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Fir den Index — wird (51) mit (50) und (47):

]% (Llsc?-; ’+‘dLLm) /}ILX}n_

or 3 Wiy +d L) 2L A X XS 4 )

mp
Jz (Lign +bLE) A X0 (55)

+ ?!, mzp(L;;,; +BLEE) A 5 A X X3 ¢}
Mit (54) folgt daher
d=b. (56)

Genau die gleichen Uberlegungen lassen sich fiir
(52) durchfiihren, was

d=c
ergibt.

Somit ist gezeigt worden: Aus der geforderten
Moglichkeit uneingeschrénkter Systemzusammenset-
zungen folgt, dal es nur Systeme mit gleichem Vor-
zeichen in den Symmetriebeziehungen (40) und
(13) gibt.

Anhang C

Es soll gezeigt werden, dafl auch im Fall abhén-
giger Krifte die Giiltigkeit nichtlinearer CORB stets
erzwungen werden kann. Fiir den linearen Fall ist
ein solcher Beweis wohlbekannt 16.

Alle moglichen n-zeiligen Krifte spannen in dem
betrachteten Fall nur einen r-dimensionalen Unter-
raum R, des R, auf. Alle Schliisse, die die Vollstin-
digkeit der Krifte erfordern, lassen sich dann nicht
durchfiihren.

Nach 13 besitzen die Krifte X, und X _ eine Basis

(58)

fiir die wegen ihrer vorausgesetzten Unvollstindig-
keit

1 P +1 +
Xg s sXE e XD yun s X,

ptg=r<n (59)
gilt. Abgekiirzt werde fiir (58)
zZi, i=1,...,r<n (60)

geschrieben. Bezeichnet man die voneinander unab-
hingigen Erginzungsvektoren, die (60) zu einer
vollen Basis des R, ergénzen, mit

Yy, i=r+1,...,n, (61)
so ist die Matrix der Spaltenvektoren
B= (Y oy @Yy ens i I (62)

16 Siehe 14, VI, § 3.
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reguldr. Sei die k-te Komponente des Vektors

(e) =90, (63)
so gilt
5 i<
Bt {52 J=Th (64)
Yy, j>r.

Wegen der Regularitidt von B ist somit eine Trans-

formation gefunden worden, die alle Krafte auf eine

Normalform bringt:
ei=B-1zi

&, (65)

Diese Normalform besitzt Nullen in den Zeilen r + 1
bis n und soll durch ein = gekennzeichnet werden.
Nach Ausfithrung der Transformation auf Normal-
form ergibt sich:

&i=B‘1xi, j+ =B'i+, (66)
x_=Kx,, x+—-KKx:, K:=B'KB,(67)
jr=R:(xs),8:: =B 2B, (68)
o, =x, &, (x,)=0. (69)

(68) wird wie (26) mit Hilfe des Mittelwertsatzes

ausgeschrieben

=1, .00nnte (70)
Durch (TO) wird eine von den Kriften abhéngige
Matrix L*

Abbildung Q. aquivalent ist. Der Projektionsopera-
tor P auf dem Unterraum R, (in Normaldarstel-

ly eingefiihrt, die mit der nichtlinearen

lung) ist

Px::—(E,0) x: (71)

wobei E” eine r—r-Einheitsmatrix und ¢ eine
r— (n —r)-Nullmatrix ist. Aus der Zerlegung in Un-
termatrizen

~ L¥ EF _
L+ s 1 2 9
’ (Ls LI) ¥ =
und K- (1‘1 lﬁ) (73)

ERWEITERTE CASIMIR-ONSAGERSCHE REZIPROZITATSBEZIEHUNGEN

und (70) ist ersichtlich, dali wegen der Normalform

der x . die Abbildungen

L7y, L{ly, Ko, K, beliebig  (74)
sind. AuBerdem ist K bis auf
K;Px:=0 (75)
frei wihlbar. Weiter ergibt sich
Px:=K,Pxs, K, K,=E  (76)
und
Pj:=L§|,Px+, 0. = (Px.) L#|, Px, =0

77)

Im Raum R, der ,,verkiirzten® Vektoren P X sind
alle Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit nichtlinearer
CORB erfillt:
1) Die Krifte bilden eine vollstandige Basis,
2) es gelten die phidnomenologischen Gln. (77),
3) die Inversionsmatrix K, ist in R, involutorisch.
Somit gilt

8=k (&, WK (78)
oder Lily=K1 By Ky (79)

Nun wird die durch die Unvollstdndigkeit der
Basis (58) ermoglichte Wahl der Untermatrizen vor-

genommen:
Lily:=KiLy |y Ky, Lily: =KsLi'ly K. (80)
Ko—6, K,K,—E"7, Ky=O. (81)
Eine einfache Zwischenrechnung ergibt aus (81)
und (76) o

KK=E, (82)

und weiter wird mit (80), (79) und (81):
R E |, K= (Ll Ly ) - B (83)

‘ L’ L-l Y

Wie aus einem Vergleich von (68) und (70) her-
vorgeht, sind (83) gerade die nichtlinearen CORB
im R, . Nach Durchfiihrung der Riicktransformation
zu (65) erhilt man nichtlineare CORB im R, mit
der unvollstandigen Basis (58).



